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Резюме. Рассматриваются колебательные системы внутри Ньютоновской  жидкости, 
где вопреки классическому подходу математическая модель демпфера имеет 
производные дробного порядка. Из-за не локальности,  здесь определение дробной  
производной от непрерывного варианта впервые переходит к дискретной модели 
колебательной системы и описывается движение классическим  разностным 
уравнением. С помощью этой дискретной модели приводится алгоритм (на основе 
статистических данных) определения порядка жидкого демпфера.  
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дробная производная, статистические данные, метод наименьших квадратов. 
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1. Введение. 

        Как известно, дробные производные играют важную роль при 
решении многих прикладных задач, как при добыче нефти штанго- 
насосными установками [32], памяти определения металла 
[2], многих колебательных систем внутри жидкости [17-22] и др. 
Входящие  параметры в этих практических задачах, кроме порядка дробной 
производной [3,4,16-22,27],  обычно задаются инженерами, а определение 
порядка представляет трудности [26]. Поэтому нахождение предлагается 
через статистические данные конечных условий [8,10] с использованием 
метода наименьших квадратов [26]. Там же, нахождение порядка дробной 
производной сводится к решению сложных, существенно нелинейных  
алгебраических уравнений, а вычисления конечных значений фазовой 
координаты не подчинятся общему закону разностных уравнений [12]. Такая 
неординарность не позволяет  далее рассмотреть задачи выбора программных 
движений и управлений [9,24,31], построение соответствующих оптимальных 
регуляторов [5-7,9,11-15,28 ]и т. д. 

1 Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики 11.06.2019 
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В данной работе рассматривается колебательная система с жидкими 
демпферами. Из-за того, что движение в заданном интервале времени  
описывается то дифференциальным, то конечно-разностным уравнением,  
требуется дискретизировать   [1,31] заданного дифференциального уравнения 
с дробными производными. Такая дискретизация не позволяет представить 
полученные конечно-разностные соотношения в классическом виде [7].  
Поэтому нужно представить полученные дискретизации так,  чтобы  далее 
можно было бы решать задачу определения порядка дробной производной, 
ставить задачи определения программных траекторий и возмущений 
коэффициентов соответствующего регулятора. 

На основе вышеуказанного приводятся стационарные конечно- 
разностные уравнения,  где (i+1) такт зависит от i и 0 тактов. Такое 
представление позволяет на основе заданных статистических данных 
конечных состояний фазового вектора привести соотношение,  позволяющее 
найти степень дробных производных, зависящих от к 𝜌𝜌,𝑓𝑓𝑚𝑚. 
Результаты иллюстрируется конечным примером, где находится порядок 
дробной  производной, также моделируется движение  колебательных систем 
и далее приводится сравнение.   
2. Дискретная модель системы 
      

     Математическая модель демпфера описывается дифференциальным 
уравнением дробного порядка:  

 
𝑦𝑦′′(𝑥𝑥) + 𝑎𝑎𝐷𝐷𝛼𝛼𝑦𝑦(𝑥𝑥) + 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥),     𝑥𝑥 > 0,    𝛼𝛼 ∈ (1,2)                            (1) 

 
с начальным условием   

� 𝑦𝑦(0) = 0
𝑦𝑦′(0) = 𝑦𝑦10

                                                                                                           (2)    

 
где 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 заданные вещественные постоянные числа, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − вещественная 
непрерывная функция, 𝛼𝛼 ∈ (1,2) . По определению Римана-Лиувилля имеем:  
 
𝐷𝐷𝛼𝛼𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐷𝐷𝐷𝐷𝛼𝛼−1𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐷𝐷𝐷𝐷∫

(𝑥𝑥−𝑡𝑡)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷2 ∫ 𝑦𝑦(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡

(𝑥𝑥−𝑡𝑡)2−𝛼𝛼

(2−𝛼𝛼)!
=𝑥𝑥

0
𝑥𝑥
0

−𝐷𝐷2 �𝑦𝑦(𝑡𝑡) (𝑥𝑥−𝑡𝑡)2−𝛼𝛼

(2−𝛼𝛼)!
|𝑡𝑡=0
𝑥𝑥 − ∫ 𝑦𝑦′(𝑡𝑡)𝑥𝑥

0
(𝑥𝑥−𝑡𝑡)2−𝛼𝛼

(2−𝛼𝛼)!
𝑑𝑑𝑑𝑑� = 𝐷𝐷2 ∫ 𝑦𝑦′(𝑡𝑡)𝑥𝑥

0
(𝑥𝑥−𝑡𝑡)2−𝛼𝛼

(2−𝛼𝛼)!
𝑑𝑑𝑑𝑑 ,  

 
Учитывая, что  (2 − 𝛼𝛼) > 0 и 𝑦𝑦(0) = 0 , тогда дифференцируя  интеграл  один 
раз, получим: 
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𝐷𝐷𝛼𝛼𝑦𝑦(𝑥𝑥) = 𝐷𝐷 ∫ 𝑦𝑦′(𝑡𝑡)𝑥𝑥
0

(𝑥𝑥−𝑡𝑡)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐷𝐷∫ 𝑦𝑦′(𝑡𝑡)𝑥𝑥

0 𝑑𝑑𝑡𝑡
(𝑥𝑥−𝑡𝑡)2−𝛼𝛼

(2−𝛼𝛼)!
=

−𝐷𝐷 �𝑦𝑦′(𝑡𝑡) (𝑥𝑥−𝑡𝑡)2−𝛼𝛼

(2−𝛼𝛼)!
|𝑡𝑡=0
𝑥𝑥 −    ∫ 𝑦𝑦′′(𝑡𝑡)𝑥𝑥

0
(𝑥𝑥−𝑡𝑡)2−𝛼𝛼

(2−𝛼𝛼)!
𝑑𝑑𝑑𝑑� = 𝑦𝑦10

𝑥𝑥(1−𝛼𝛼)

(1−𝛼𝛼)!
+

 +∫ 𝑦𝑦′′(𝑡𝑡)𝑥𝑥
0

(𝑥𝑥−𝑡𝑡)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
𝑑𝑑𝑑𝑑   .                                                                                      (3) 

 
Преобразуем 𝑦𝑦(𝑥𝑥) следующим образом 
𝑦𝑦(𝑥𝑥) = ∫ 𝑦𝑦′(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑦𝑦(0)𝑥𝑥

0 = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 �∫ 𝑦𝑦′′(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑦𝑦′҆(0)𝑡𝑡
0 � = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∫ 𝑦𝑦′′(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑 +𝑡𝑡

0
𝑥𝑥
0

𝑥𝑥
0

+𝑦𝑦10𝑥𝑥 =   ∫ 𝑦𝑦′′(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑦𝑦10𝑥𝑥 = ∫ (𝑥𝑥 − 𝜏𝜏)𝑥𝑥
0

𝑥𝑥
𝜏𝜏

𝑥𝑥
0 𝑦𝑦′′(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑦𝑦10𝑥𝑥 =

 ∫ (𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)  𝑥𝑥
0  𝑦𝑦′′(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑦𝑦10𝑥𝑥                                                                                        (4) 

 
Подставляя (3) и (4) в (1), имеем 
 

𝑦𝑦′′(𝑥𝑥) + 𝑎𝑎𝑦𝑦10
𝑥𝑥1−𝛼𝛼

(1 − 𝛼𝛼)!
+ 𝑎𝑎�𝑦𝑦′′(𝑡𝑡)

(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)1−𝛼𝛼

(1 − 𝛼𝛼)!

𝑥𝑥

0

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑏𝑏�(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑦𝑦′′(𝑡𝑡)
𝑥𝑥

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑏𝑏𝑦𝑦10𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 
или же 
𝑦𝑦′′(𝑥𝑥) + ∫ 𝐾𝐾𝛼𝛼(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑦𝑦′′(𝑡𝑡)𝑥𝑥

0 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐹𝐹(𝑥𝑥)   𝑥𝑥 > 0,                                                  (5) 
где 
𝐾𝐾𝛼𝛼(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡) =  𝑎𝑎 (𝑥𝑥−𝑡𝑡)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)  ,                                                                   (6) 

𝐹𝐹(𝑥𝑥)   = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − �𝑎𝑎 𝑥𝑥1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏𝑏𝑏� 𝑦𝑦10                                                                     (7) 

Теперь,  заменяя x через 𝑥𝑥𝑛𝑛,  𝑦𝑦′′(𝑥𝑥) ≈ 𝑦𝑦𝑛𝑛+2−2𝑦𝑦𝑛𝑛+1+𝑦𝑦𝑛𝑛
ℎ2

, ∫ 𝐾𝐾𝛼𝛼(𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑦𝑦′′(𝑡𝑡)𝑥𝑥
0 𝑑𝑑𝑑𝑑 ≈

ℎ∑ 𝐾𝐾𝛼𝛼(𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑘𝑘) 𝑦𝑦𝑘𝑘+2−2𝑦𝑦𝑘𝑘+1+𝑦𝑦𝑘𝑘
ℎ2

, 𝑎𝑎,𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝐹𝐹𝑛𝑛𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0    

из (5) получим следующее  разностное уравнение 
𝑦𝑦𝑛𝑛+2 − 2𝑦𝑦𝑛𝑛+1 + 𝑦𝑦𝑛𝑛

ℎ2
+ ℎ�𝐾𝐾𝛼𝛼(𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)

𝑦𝑦𝑘𝑘+2 − 2𝑦𝑦𝑘𝑘+1 + 𝑦𝑦𝑘𝑘
ℎ2

= 𝐹𝐹𝑛𝑛

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

 

или же 

𝑦𝑦𝑛𝑛+2 = 2𝑦𝑦𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑥𝑥𝑘𝑘)(1−𝛼𝛼)

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 (𝑦𝑦𝑘𝑘+2 − 2𝑦𝑦𝑘𝑘+1 +

  +𝑦𝑦𝑘𝑘)+ℎ2 �𝑓𝑓𝑛𝑛 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥𝑛𝑛(1−𝛼𝛼)

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏𝑥𝑥𝑛𝑛� 𝑦𝑦10�.                                                              (8) 

 
Отделяя (8) для четного и нечетного индекса, имеем: 
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𝑦𝑦2𝑛𝑛 = 2𝑦𝑦2𝑛𝑛−1 − 𝑦𝑦2𝑛𝑛−2 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 +2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0

 +2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0
2𝑛𝑛−3
𝑘𝑘=0

  +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘 + ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−21−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  +𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−2� 𝑦𝑦10�     , 

 
𝑦𝑦2𝑛𝑛+1 = 2𝑦𝑦2𝑛𝑛 − 𝑦𝑦2𝑛𝑛−1 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 +2𝑛𝑛−2

𝑘𝑘=0

 +2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−2

𝑘𝑘=0
2𝑛𝑛−2
𝑘𝑘=0

 +𝑏𝑏 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘 + ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−1 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−11−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−1� 𝑦𝑦10�   ,   

или 
𝑦𝑦2𝑛𝑛 = �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−1�   + �−1−

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� + 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−2 −  ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −2𝑛𝑛−5

𝑘𝑘=0

 −𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 + 2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 −2𝑛𝑛−4

𝑘𝑘=0

 −ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘 + ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−21−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0

 +𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−2� 𝑦𝑦10�    ,                                                                                                  (9) 
 
𝑦𝑦2𝑛𝑛+1 = �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� 𝑦𝑦2𝑛𝑛� + �−1−

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� + 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−1 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −2𝑛𝑛−4

𝑘𝑘=0

 −𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 + 2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 −2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0

 −ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘 + ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−1 −  �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−11−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−2

𝑘𝑘=0

 +𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−1� 𝑦𝑦10�                                                  (10) 
Учитывая (9) в (10), получим: 
 

𝑦𝑦2𝑛𝑛+1 = �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� ��2 −

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−1 + �−1−

 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� + 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−2 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 +2𝑛𝑛−5

𝑘𝑘=0
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 +2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 −  ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0
2𝑛𝑛−4
𝑘𝑘=0

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−21−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−2� 𝑦𝑦10��+  �−1−

ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�  + ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−1 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 +2𝑛𝑛−4

𝑘𝑘=0

 +2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−2

𝑘𝑘=0
2𝑛𝑛−3
𝑘𝑘=0

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−1 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−11−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−1� 𝑦𝑦10�     ,                        

 
После группировки  примет следующий вид:  
        

𝑦𝑦2𝑛𝑛+1 = �4 − 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� −

 − 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� + ℎ2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� − 1 −

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� +  2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−1 + �−2 + ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� −   2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� +

 +ℎ2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� +  4 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� −

 −2ℎ2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏�(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−2� − ℎ �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)��∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 +2𝑛𝑛−5

𝑘𝑘=0

 +2ℎ �2 −  ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −

 −𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)��∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 −  ℎ �2 −2𝑛𝑛−4

𝑘𝑘=0

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)��∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0

 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −  𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘  + ℎ2 �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −
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−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� �𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−21−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−2� 𝑦𝑦10� −

 −ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 +2𝑛𝑛−4

𝑘𝑘=0

 +2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)�2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 −

 −ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘 + ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−1 −2𝑛𝑛−2

𝑘𝑘=0

 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−11−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−1� 𝑦𝑦10�                                                                  (11) 

Таким образом получаем  следующую систему разностных уравнений: 
 
𝑦𝑦2𝑛𝑛 = �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−1 + �−1−

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� + 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−2 −  ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −2𝑛𝑛−5

𝑘𝑘=0

−𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 + 2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 −2𝑛𝑛−4

𝑘𝑘=0

 −ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘 + ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 −  �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−21−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0

 +𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−2� 𝑦𝑦10�                                                                
 
𝑦𝑦2𝑛𝑛+1 = �3 − 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� −

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� + ℎ2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − −𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−1 +

�−2−  −2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)�+  4ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� + ℎ2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� −

 −2ℎ2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏�(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −

−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� −  ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� +

 +2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�� 𝑦𝑦2𝑛𝑛−2 −  ℎ �2 −

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)��∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−5

𝑘𝑘=0

𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − −𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 +  2ℎ �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −

−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)��∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 −  ℎ �2 −2𝑛𝑛−4

𝑘𝑘=0
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 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)��∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘 −  ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+2 +2𝑛𝑛−5

𝑘𝑘=0

  +2ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘+1 − ℎ∑ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+2𝑛𝑛−3

𝑘𝑘=0
2𝑛𝑛−4
𝑘𝑘=0

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥𝑘𝑘)� 𝑦𝑦𝑘𝑘 + ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−1 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−11−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−1� 𝑦𝑦10�+ ℎ2 �2 −

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� �𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−21−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−2� 𝑦𝑦10�                                                                                                  (12)  
 
Примем следующие обозначения  

𝑊𝑊0 = �
𝑦𝑦0
𝑦𝑦1
� ,    𝑊𝑊1 = �

𝑦𝑦2
𝑦𝑦3
� ,   𝑊𝑊2 = �

𝑦𝑦4
𝑦𝑦5
�, 

 
   𝑊𝑊𝑛𝑛−2 = �𝑦𝑦2𝑛𝑛−4𝑦𝑦2𝑛𝑛−3

� ,      𝑊𝑊𝑛𝑛−1 =   �𝑦𝑦2𝑛𝑛−2𝑦𝑦2𝑛𝑛−1
� ,          𝑊𝑊𝑛𝑛 = � 𝑦𝑦2𝑛𝑛

𝑦𝑦2𝑛𝑛+1
�     .      

 
Тогда уравнении (9) и (11) представим в виде следующих систем уравнений 

𝑊𝑊𝑛𝑛 =  �
𝐴𝐴11

(𝑛𝑛−1)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) 𝐴𝐴12
(𝑛𝑛−1)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ)

𝐴𝐴21
(𝑛𝑛−1)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) 𝐴𝐴22

(𝑛𝑛−1)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ)
�𝑊𝑊𝑛𝑛−1 +

∑ �
𝐴𝐴11

(𝑘𝑘)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) 𝐴𝐴12
(𝑘𝑘)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ)

𝐴𝐴21
(𝑘𝑘)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) 𝐴𝐴22

(𝑘𝑘)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ)
�𝑛𝑛−2

𝑘𝑘=0  𝑊𝑊𝑘𝑘 + �𝑓𝑓𝑛𝑛1(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ,𝑦𝑦1)
𝑓𝑓𝑛𝑛2(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ,𝑦𝑦1)�         .                  (13) 

 
Здесь 
𝐴𝐴11

(𝑛𝑛−1)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = 1 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)�+

 +2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�,                                                    (14)  

 
𝐴𝐴12

(𝑛𝑛−1)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = 2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�,                   (15) 

𝐴𝐴21
(𝑛𝑛−1)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = −2− 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� +

 +4ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� + 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� +

+ℎ2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� ��𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −

  −𝑥𝑥2𝑛𝑛−4)� − 2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − −𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)��     ,                             (16)  
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𝐴𝐴22
(𝑛𝑛−1)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = 3 − 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� −

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)� + ℎ2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)� �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
 + 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −

−𝑥𝑥2𝑛𝑛−3)�,                                                                                                                     (17) 

𝐴𝐴11
(𝑘𝑘)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = −ℎ ��𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘−2)� −

 −2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −  𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)�+ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −

 −𝑥𝑥2𝑘𝑘)�� ,     𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛 − 2 �����������                                                                                     (18)  
 
𝐴𝐴11

(0)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥0)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥0)�,                                        (19) 

 
𝐴𝐴12

(𝑘𝑘)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = −ℎ ��𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)� −

 −2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+   𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘)� + �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘+1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 −

−𝑥𝑥2𝑘𝑘+1)�� ,𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛 − 2����������                                                                                       (20) 
 
𝐴𝐴12

(0)(𝛼𝛼, 𝑛𝑛,ℎ) = 2ℎ ��𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥0)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥0)� − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥1)��     ,                                                                                            (21)  
 
𝐴𝐴21

(𝑘𝑘)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = −ℎ �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −

−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� ��𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘−2)� − 2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)� + �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘)�� −

 −ℎ ��𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑘𝑘−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘−2)� − 2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)� + �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘)�� ,𝑘𝑘 =

1,𝑛𝑛 − 2����������                                                                                                                          (22) 
 
𝐴𝐴21

(0)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = −ℎ �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −

−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥0)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥0)� − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥0)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥0)�,                                                                                                      (23)   
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𝐴𝐴22
(𝑘𝑘)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) = −ℎ �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −

−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� ��𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)� − 2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘)� + �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘+1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+   𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥2𝑘𝑘+1)�� −

 −ℎ ��𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘−1)� − 2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑘𝑘)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑘𝑘)� + + �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑘𝑘+1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −

−𝑥𝑥2𝑘𝑘+1)�� ,                   𝑘𝑘 = 1,𝑛𝑛 − 2����������                                                                     (24)                        
 
𝐴𝐴22

(0)(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) =  ℎ �2 − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 −

−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� �2 �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥0)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥0)�� − �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−2−𝑥𝑥1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−2 − 𝑥𝑥1)� + 2ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥0)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+   𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥0)�  − ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥1)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥1)�,                                                                                                (25)   
         
𝑓𝑓𝑛𝑛1(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ,𝑦𝑦1) = ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−21−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−2�𝑦𝑦10�,                                (26)     

            
𝑓𝑓𝑛𝑛2(𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ,𝑦𝑦1) = ℎ2 �𝑓𝑓2𝑛𝑛−1 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−11−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+ 𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−1�𝑦𝑦10� + ℎ2 �2 −

 −ℎ �𝑎𝑎 (𝑥𝑥2𝑛𝑛−1−𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)1−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+  𝑏𝑏(𝑥𝑥2𝑛𝑛−1 − 𝑥𝑥2𝑛𝑛−2)�� �𝑓𝑓2𝑛𝑛−2 − �𝑎𝑎 𝑥𝑥2𝑛𝑛−21−𝛼𝛼

(1−𝛼𝛼)!
+

 +𝑏𝑏𝑥𝑥2𝑛𝑛−2� 𝑦𝑦10  � .                                                                                                      (27)                                                            
 
Теперь предполагая, что                            
 

 Ψ𝑘𝑘 = �
𝐴𝐴11𝑘𝑘 (𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ) 𝐴𝐴12𝑘𝑘 (𝛼𝛼,𝑛𝑛,ℎ)
𝐴𝐴21𝑘𝑘 (𝛼𝛼,𝑛𝑛, ℎ) 𝐴𝐴22𝑘𝑘 (𝛼𝛼, 𝑛𝑛,ℎ)

� ,     𝑘𝑘 = 0,𝑛𝑛 − 1����������     ,                                  (28) 

 

𝐹𝐹𝑛𝑛 = �𝑓𝑓𝑛𝑛1𝑓𝑓𝑛𝑛2
�            .                                                                                              (29)     

То из  (13) получим: 
                      𝑊𝑊𝑛𝑛 =  ∑ Ψ𝑘𝑘𝑊𝑊𝑘𝑘

𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0 + 𝐹𝐹𝑛𝑛 ,              𝑛𝑛 ≥ 1        .                               (30) 

 
3. Приведение (30) к стандартному виду: 

𝑊𝑊1 = Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹1 
𝑊𝑊2 = Ψ1𝑊𝑊1 + Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹2  
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𝑊𝑊3 = Ψ2𝑊𝑊2 + Ψ1𝑊𝑊1 + Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹3 = Ψ2𝑊𝑊2 + Ψ1(Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹1)+Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹3 =
= Ψ2𝑊𝑊2  + (Ψ1Ψ0 + Ψ0)𝑊𝑊0 + (Ψ1F1 + 𝐹𝐹3)    
𝑊𝑊4 = Ψ3𝑊𝑊3 + Ψ2𝑊𝑊2 + Ψ1𝑊𝑊1 + Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹4 = Ψ3𝑊𝑊3 + Ψ2(Ψ1(Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹1) +
+Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹2)+ Ψ1(Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹1) + Ψ0𝑊𝑊0 + 𝐹𝐹4 = Ψ3𝑊𝑊3 + (Ψ2Ψ1Ψ0 + Ψ2Ψ0 +
+Ψ1Ψ0 + Ψ0)𝑊𝑊0 +  (Ψ2Ψ1 + Ψ1)𝐹𝐹1 + Ψ2F2 + 𝐹𝐹4  
.⋯⋯⋯⋯ 
. ⋯⋯⋯⋯ 
. ⋯⋯⋯⋯ 
𝑊𝑊𝑛𝑛 =  Ψ𝑛𝑛−1𝑊𝑊𝑛𝑛−1 + ��∑ ∑ ∏ Ψ𝑖𝑖𝑘𝑘+1−𝑗𝑗

𝑘𝑘
𝑗𝑗=1

 
1≤𝑖𝑖1<𝑖𝑖2<⋯<𝑖𝑖𝑘𝑘≤𝑛𝑛−2

𝑛𝑛−2
𝑘𝑘=1 �Ψ0 + Ψ0�𝑊𝑊0 +

 + �∑ ∑ ∏ Ψ𝑖𝑖𝑘𝑘+1−𝑗𝑗
𝑘𝑘
𝑗𝑗=1

 
1≤𝑖𝑖1<𝑖𝑖2<⋯<𝑖𝑖𝑘𝑘≤𝑛𝑛−2

𝑛𝑛−2
𝑘𝑘=1 F𝑖𝑖1� + 𝐹𝐹𝑛𝑛,                    𝑛𝑛 ≥ 2,            (31)  

 
 
Таким, образом уравнение колебательной системы (1) с жидкий демпфером и 
начальным  условием (2) в отличие от [18], дискретизировано через 
классические разностные уравнения (31)  [19]. 
Для вычисления координат объекта 𝑦𝑦𝑖𝑖 предложен следующий алгоритм.  
 
Алгоритм 

1. Формируются параметры колебательной системы 𝛼𝛼,𝑚𝑚,𝑎𝑎, 𝑏𝑏,𝑓𝑓,𝑦𝑦10 из 
(1), (2), 

2. Задается шаг дискретизация h интервала (𝑥𝑥0, 𝑙𝑙) с помощью точек  
𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑖𝑖ℎ + 𝑥𝑥0. 

3. Формируются параметры матричных коэффициентов  ,          
𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝑘𝑘)(𝑖𝑖, 𝑗𝑗 = 1,2;𝑘𝑘 = 0,𝑛𝑛 − 1����������) из формул (14)-(25). 
4. Вычисляется  𝑓𝑓𝑖𝑖 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑖𝑖) и из (26), (27) и определяется 𝑓𝑓𝑛𝑛1, 𝑓𝑓𝑛𝑛2. 
5. Формируются матрицы  Ψ𝑘𝑘  (𝑘𝑘 = 0,𝑛𝑛 − 1����������) из (28) и 𝐹𝐹𝑛𝑛 из (29). 
6. Вычисляется   

𝜒𝜒𝑛𝑛 = � � �Ψ𝑖𝑖𝑘𝑘+1−𝑗𝑗

𝑘𝑘

𝑗𝑗=1

 

1≤𝑖𝑖1<𝑖𝑖2<⋯<𝑖𝑖𝑘𝑘≤𝑛𝑛−2

𝑛𝑛−2

𝑘𝑘=1

 ,    

Υ𝑛𝑛𝑖𝑖1 = �∑ ∑ ∏ Ψ𝑖𝑖𝑘𝑘+1−𝑗𝑗
𝑘𝑘
𝑗𝑗=1

 
1≤𝑖𝑖1<𝑖𝑖2<⋯<𝑖𝑖𝑘𝑘≤𝑛𝑛−2

𝑛𝑛−2
𝑘𝑘=1 F𝑖𝑖1�   .                                  (32) 

7. Движение объекта в  точках    𝑥𝑥𝑛𝑛 вычисляются с формулой (𝑛𝑛 ≥ 2) 

𝑊𝑊𝑛𝑛 =  Ψ𝑛𝑛−1𝑊𝑊𝑛𝑛−1 + (𝜒𝜒𝑛𝑛Ψ0 + Ψ0)𝑊𝑊0 + Υ𝑛𝑛𝑖𝑖1 + 𝐹𝐹𝑛𝑛                                            (33) 
и определяется координата объекта 𝑦𝑦𝑛𝑛. 
 
4. Оптимальный выбор шага дискретизации и сравнение с классическим 
результатом 
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Поскольку нахождение  𝑦𝑦𝑖𝑖  зависит от выбора h,  приведем  следующий 
алгоритм для его нахождения. Пусть задается  ℎ𝑗𝑗(𝑗𝑗 = 1,2, … ) и обозначим 
соответствующее решение  𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛� .  Рассмотрим следующую разность для ℎ𝑗𝑗 и 
ℎ𝑗𝑗−1   
 
𝑙𝑙𝑗𝑗 =  𝑏𝑏𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚�𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝑦𝑦𝑛𝑛𝑛𝑛−1�                                                                                      (34) 
Отметим, что при выборе  ℎ𝑗𝑗  из (34) проверяется условие  𝑙𝑙𝑗𝑗+1 < 𝑙𝑙𝑗𝑗. Если 
условие удовлетворяется,  процесс вычислений продолжается, иначе, т.е. при   
𝑙𝑙𝑗𝑗+1 > 𝑙𝑙𝑗𝑗 процесс вычисления останавливается. 
Таким образом,  можно добавить в  выше приведенный алгоритм следующий 
шаг. 
8. Если из (34)  𝑙𝑙𝑗𝑗+1 < 𝑙𝑙𝑗𝑗  условие удовлетворяется,  то вычисления 

продолжаются, иначе,  процесс вычисления останавливается. 

  Теперь покажем, что при 1α =   полученный результат из формулы 
(30) совпадает с классическим.  

Действительно из (30) при 1α =  для 2ny  получим 
 

       
2

2 2 1 2 2 1
2

0 2 2 2 2 10

(2 ) (1 ) ( 2 )
( 2 2 ) [ ( ) ]

n n n

n n

y ah bh y ah y h a bhn bh y
h a bhn bh y h f a bx y

− −

− −

= − − − − + + − −
− + − + − +

        . 

который   при  1n =  примет вид 
2

2 1 0 0 0 102 [ ( ) ]y y y h f a bx y= − + − +  .           (35) 
 
Возвращаясь к исходной постановке задачи (1), (2) при  1α =  после 
дискретизации Эйлера, получим 
 

2 2
2 1( 2) ( 1)n n n ny ah y bh ah y h f+ ++ − + − + = . 

 
При 0n =  имеем 
 

2 2
2 1 0 0( 2) ( 1)y ah y bh ah y h f+ − + − + =       .              (36) 

 
Таким образом, полученные формулы (35) и  (36) равны. Аналогично можно 
доказать совпадение следующих уравнений. 
 
Заключение В данной работе впервые показывается, что дискретизация 
задачи (1), (2) приводится к виду (30), который является обобщением 
классического случая при 1α = . Приводится оптимизация выбора шага 
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дискретизации и показывается что, при 1α =  результаты совпадают с 
классическими случаями. 
Авторы выражают благодарность академику Ф.А. Алиеву за постановку 
задачи, оказанную помощь и ценные советы при исследовании работ и 
рекомендации по оформлению статьи.   
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Abstract. We consider oscillatory systems inside a Newtonian fluid, where, contrary to 
the classical approach, the mathematical model of the damper has a fractional 
derivative. Owing to non-locality, the definition of the fractional derivative here from 
the continuous variant first passes to the discrete model of the oscillatory system and 
describes the motion of the classical difference equations. Using this discrete model, an 
algorithm is derived (based on statistical data) to determine the order of the liquid 
damper.  
Key words: oscillatory system, liquid damper, discrete model, fractional derivative, 
statistical data, least squares method. 
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